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TEMA 3+ ECUACIONES DIFERENCIALES
ORDINARIAS.

INTRODUCCION.

Elementes con (o gie vames a trabajar.

* EJEMPLO 1
Sea gf’c-) 4 €scribe yle)= Xy eboAl y(¥)= M
2 ot

l—> ECUACION DIFERENCIAL
ORDINARIA DE ORDEN 1.

¢Que solucenes tiene T

t to,’l] i\m
3&) CoiEs Familia de

2 = - ,

soluciones
oL 1

3(t) < i OME uniinaramébﬂcas.

" Banda infi

aita

g(tiz_t_ G SOLUC&(SN GENERAL Solo depende de

- un Pcm:{metro.
K/
2
Seas (L #) entonces —— 4 e 2 y(2)aF; Il e B
2 z 4 4
v
* 23
g(t):——— ¥ —
2 4

SoLUCion NUMERICA PROBLEMAS DE

EFECTIVA SOLUCION UNICA




3‘(&:) = ,,2:1_ t e [o1] (EDD orden 4)

e 23
) => 3(‘!‘.) = —; T —
3(_1) = 3 (Condicioues) 4
2
L el
V v
Problemea de Vvelor lntcial Solucign Particular

Vamos a escribir el problema.  con la condicion anadida de que fa
condicien inicial se  encuentre en e Umite ingeriar del  intervalo

de inte gr‘o.cién ;

2

T b

4

* EJEMPLO 2:

SOLUCION GENERAL DE UNA EDO DE ORDEN 2:

\t

3('4:] = Cqsent 4 e _
<z

|

JEMPLO 3:

CRECIMIENTO  DE UNA POBLACION.  (Fotocopia)

LVer tambidn. Ejemplos 3y 4 Fotocopia]



MOTIVACION :

CO.MPO de estudio:

Sea

Ec. Dié’-

NOS INTERESA
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ESCENARIO (ONTINUO

CONCCER

Coluc. exactc\/anaLTHm ( Anclisis Ma\:emci\:ico)

Sélc se conoe€ en q]guncs Cas0Ss.
Incluse en estos cacos eg muy costeso

computacienalmeate evaluar ta

<olucicn eracta.

Solucidn numérica  ( Este ter'nc\.)

> EFECTIVA - Obtener valores (e.e. computador).

OBTETNO_; Obtener programa /cd%or'\‘c.mo,

s

& .
ALGORITM G
EC. DIF .
COND'S INIC.

L APROXAIMADA ("a manc')

OBJIETIVO —5 Oblener ERROR:

Valeres = Sclucion
Apcon = Solucion

emd’(}.

* MHGN]TUD del error

(\o 8n1nd€ff>equeﬁo que 99).

¥ BONDAD del error.

. ESCENARIC DISCRETO (ginito)



L4

’

DIMENSION UNIPARAMETRICA

’

dilic b tiaioi] méble Bl 2T 4
< 2 2 q o5 2
E a
&2} 3(0) = .31 cond. inicial UNICA
- = SOL. PROBLEMA B }
= AES, TN oL A
£ PROB. VALOR INICIAL VALOR iNiICIAL
PROBLEMA ;

0. ESQUEMA OENERAL

RESOLUCION NUMERICA EC. DIF.

¥ EJEMPLO :

Resumen de elementes en

el ESCENARIO CONTINUO.

PROBLEMA

SOL. ANALITICA

GRAF. SOLUCION

y(t) = ~t & lo]

EC. DIF. ORDINARIA

ORDEN 4.

' t
«3(1:}:_.,.(:
2

SOL. GENERAL

Resolver o Calevic eficaz de la solucidn de:

y'(x) = 3(&, 3(1)) € [o,b]

(P) = — 3(&) = SOL. EXACTA en [a,b]
yl(xo) = yo  Ec. dif. Cond. inicial
A
3nf‘i = \F(‘Kﬂqﬁl‘v\ﬂ) gﬂlgﬂfﬁ) n:O!"‘!N-']‘ BEEEN 30!31; “‘agN
(Pn) = DIFEREN| goL. APROX. EN [a, bl

do dado

)

CiRs

EN {f\o‘, Al ?\n}

TR {3(;«“)} 0=0,...,N

)00 DP9 PO

)

)

) I DI

)

)




- PROBLEMA CONTINUO:

No se pvede resolver con

- METODOS DE DISCRETIZACION :

ordenadaor.

PASO A PAgLO.

* Discretizamos dominio ) malla => Sea N= n? de nodos eguidistanteg

h= tamaie del
h h
Kn.|.1 = An + h T + "
S— Xy Xz ‘l::
Ko Xn
* Discretizamos Eowadones Diferenciales.
- PROBLEMA DISCRETQ.
tal que : Yo 4 g(xn) n=0,..,N
Resolver en ORDENADOR:
ENTRADA PROCESO
3(;,3(;«)) o Le, bl " Método numérico
.

(Xe, yo) (COND. INICIAL)

N (n® de nedes) ¢

h {tamane dell PGSQ)

3,‘_'.1 = y(’\ﬂ/"- ‘ gn)

n=9, s, N="1
F7T Yo
r's
/—-. 4
~
’ \.4/
s
#
L i
i i
a b

Error mds pegquedc

SL noee =>

30 = 3(*!\)

PC\S-O
SALIDA
30
l]
d => §n ¥ y(xn)
N= 0,..-, N
‘én
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« ETEMPLO: CONSTRUCCION METODO NUMERICO "NATURAL"
A s

- PROBLEMA CONTINUO:

(P) =

gl = §lx yo)

3(?\0) = Yo

;s R

& L]

- PROBLEMA DISCRETO- ( discretizacidn)

+ Discretizamos deminie [ malla =» Sea N= n® pasos eguidistantes,

Rotq = An* h

h = tamane del paso.

Fmd G

Ko
"

X4 Xn
1]

+ Discretizamos o ecuacion cligcmncia?_

- ESTRATEGIA:

AProx}mamcs

Evalvamos xq

meOhemos "=

Obtengo F (métode nuamenco }o.l%critma)

1 :
S (r+h) - 4= (x+h)-ulx)
i é’(x,%(x)) - d 2 o gle) = Um : N g i
hao h
Ynsd Ya
(reth) - 3(amd
; Ao+ h) - n n+q - &
S()‘[%(Kn)) N g o 9 Y 3(!\0, 3n)=u_.
Nt h h
'.‘.-\an

ALGORITMO | EC. DIFERENCIAL /
METODO NUMERICO



Yard = Yo + hg(m,gn) s o, o
METODO EULER (E)

80

i - P
APLICACION : Resolvier numércamente:
R YRR ST

\
3'(:&)'—- g(x) = 3(5;3(*)) x € Lo,1]
(P)
3(0)* 1
+ —
3n+1 = gn + hg("nfgn) n=4l"'fN
(€)
3o )
gl‘lf’l = gﬂ + hgn A= ’ir : N
— (Pﬂ)
Yo = 1
ALGORITMO

.
&

5 . P
PARTICUOLARIZACION :  Resclvemog para un tamaic de paso h.

{K":Oz x,,,,__;; ;s Az =’l}

(s}

—P 4

(Pn)

]

{gnf,‘:gni-.é_gn:%gn ’:n=412




s, |
4
Yo+1 = Yn +— yp = ——Ya 0= By o o
(Pn) = 4
go = 1
2 3
S & 4
PP IE T o]
S YR " VR Vs Ve Ve VR YN
{ la  sclucdn exacta que Perseguimos es - 8{")"‘ o~ J

Pt ) : )
wﬁwﬂm’”f“\wfm{ﬁxwﬁ Aﬂwf \\""-a-‘wﬂ'y 4 ij%\%ﬂw"rf

ERROR : Lo podemos caleular cen los dos pases chtendos anteriormente:

(2

n
o
o | o
L

N

v

B
1 o Ao i |
h:z- il El errer para un pase h= i
€S meénor.
i_gf:-"?--:;-“g-.}"f’m'“-w,zf = "‘"'-?%_ i ".‘_3*;;.—::"""-?.\__

ERROR >0 st h>0

N E
T e

ALGORITMO EULER : MATLAB

Dates - :?{"'3}1 xe , yo , N & % ;

[ %= [xeth:xe + Nb)
u(1) = yo ‘ '/’
FOR n=1,..., N g
y(ata) = yto) + hg(xin), yin) B i
END
Plot (x,g)
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+ EJERCiCio 4. INTERPRETACION GRAFICA METODO EULER.

]

4=4
Recolver  (P) + (E)
3(0) = 7
4 1 _ e T e
con hao___ ' b con  escuadra y cartabdn.
2 q
; du? 92 Ry ? gl
dy,®
1 1 3°=1 1 4Y0%1
RIS U FENE
* pﬂ.l’o. h:...l
2
Yaseq =3n + hg(&n,gn)
3 S(L“l gn) =2 M
z
3(0,4) =1 :
\ Sacadoe de la gérmuia iniciad |
E(-’w 3) = ‘(-}

N

Calailames  ef sagundc paso:

Neos situwamos en el Pu.nf,o(

Hallames la pendiente - ¢

+

1

o= 31 e hX(*1. 31) = ?3-1-7

2

Ua = +h(’*0f °)=4-,;I..1 i
yr= ot NGlKery *3 2

1

i

le

3 3
vt g
3 ¢ 3 q (3)7"
s — =z e = |—
4 4 4 2



x PARA ha L
q

Py

=
V]
£

/K
30=1« SRR

o
g

£
L

Ynva = Yn

Yned = Yn ¥ \'\X(ngn) ey J(xn,gn): -

S(o,’l) = 4

5
ga= Yo + hP(0,1) = 1 4 .'i:—L-I—

G T

Si seguimos  aplicande vemos que cuanto mencr es el pase mejer es el
9 P 9 P Al

resultado , es dear, mds afinado.

z) Coordenada de la recta en la abstisa

=> A partir de (x.—..gn) trazames la recta

que pasa por (xn,gn) de pendiente g(xn.gn),

LIRS

/

T

D,

}



¥ CASO .CONTINVO:

a) PROBLEMADE VALOR iNICIAL (PVi)

A una ecuacidn  digerencial  erdinaria (e.d0.) de orden 1 cen fa

condicien  incial  (¢)

g(a) = p(x4m) Va € La,bl)
(P) =
L&()\e) = Ho

DEEINICION -

Sea una yundo’n é’:[a,b] A R > R Lipschitziana  respecte o su
s.e%undo variable, §¥§

— TR —
1 v, # - o - f . o
ety ; 3 i ", N g i, .
f.@" .’rﬁw‘f \:_‘?f" o y \vf “’s‘\%‘}"”ﬂm o
; h

/ " Bilske—ite L>0 kol gue. M‘;
:j |£(K.gq)~£(1,-gz)| € L[gq-gzl Ya e [a,b) ‘\*\%
é“esw.«% ngi Yz e R a‘j'

% y - 5 -:.
‘hﬁ"““"""&% a” %‘s »A"‘Jﬁ% - ‘ﬂ"’q\ # “:lm&‘\, '
neceazs? et o " g L

® G _a-.g__ (%:9) exste, es cenhinva. y acctada =>3 Lipschitziana respecto

Oy a su 2% vonioble.

* EAISTENCIA y ONICIDAD de la solucidn:

Sea 5?: [a,blx B 2 R continua Y Upschltzicmq respecto a su
‘seguncla variahle.
Entonces, (P) btiene unica soucdn en e intervale [a,b):

3( ) & Cld('[a,b] ~R)



b) SISTEMAS LINEALES DE EDO.

Se reducen o un PVl vhlzande notaden vecteonal y susti{uyendc el
vador  absolute (1. 1) per la noima (h.W). En e{?ec,to, sea. el sistema Uneal

~de un PVl con ¢ en el mismc punto &

gax) = £ 0N gos g2 go) o go(ae) = oo
3'?.["') = g?_ (*-;g‘i » Yz ---.30) 4 gl(ﬂo) = 310

o i
ﬁim“) =.gm()‘~,31, Uz oo 3,,) ; ‘gm{‘\o)= Ymo
g‘(x) =:§(ﬁ,é) donde: g(ﬂ = gq(x),..., gm(x)
] j(‘i5)=(§4()\i81,.--, gm];...
g{xO)z gn =y 5'“(_"1344""%'“))

*» EJEMPLO:
EULER ESCALAR
gm—ﬂ = gn * hg(*r‘gn) * Yata = gn + hgt“"“fS'\)
(P) + (E) = . & (E):
go = (340, Bro, - g‘mc) Yo

[ EJEMPLO 4 HOTA: MODELO DEPREDADOR- PRESA LOCKE- VOLTERRA].

c) ORDEN DE LA EDO.

Un PVI de orden m se reduce o un sistema lneal de dimensidn m,

de ecs. dif. ordinarias , y éste a un PVI de orden 1 en gorma vectoral .

(4120 = 20x, 0 ')y, ")) % € Eabd
3{1\0)

)

g‘ ( %ol

m-1)

\ \3 (1\0)



Cambic de variable: 24(x)= 3(x), 2,(x)= y'(x) .., Zmalx) :3'_“'7'(0, 2m(x)= 4" (%)

orden 1 j
2 (#) = § (5, 2a(x), oy 2n (W) 2m (%e) = Ymo
tmaa ()= Zm(x) ; Zma{xc) = Ymogo
; —> SISTEMA UNEAL EDO
25 (x) = 23(x) i zal%e) = Yao CON Ci EN X,
() * Z2lx) %4 (%) = gao

* CASO_DISCRETO:

METODOS DE DISCRETIZACION.

Dominio : Ea,l::‘ .z malla de tamano de PGSQ h o’ bien N:'.._mb;q = ﬂg ncdos ,PGSDS
h h
in = xo + nh ;M;Hi i
u Xo A Az L
a W U
a b
e cte ¥
b-a = N.h l.uego h—=>0 = N2>
e
cte
g'(&) = $(x, 3{1\)) Ypsk = F [ %y e i iz TP 3Mk)
(P) = DISCRETIZO  (Pa)=
s = ) '
g(l\c) = Yo Yo, 44 0 Yx { Necesito k valoreg
" de arrcmque)
\ Y
o
g(}} scl. eracta {3"};\:-0 sd . aprox
N 4




o) METODO DE UN PASo (k=1)

{(ﬁ“ ; '7";»,'2‘&::‘ sy "‘,._.?f,n-"*“"—"‘ A_,_.kf/__ﬂ‘ b _‘“:
C Yn = y(’\ﬂ; Antd, Yng gnm) Scle 590 wn P\l“to
con el anterior,

~ - "~
: ~
i 3n+1;
| |

yad - - _ 4 lys ! => Dos Jormas de calcularios.
i |
\ /

;\e ;‘4 o Y Xn Apiq !

e EXPLiClTOS- 8;\1.4 = J: (xﬂ.r An+ gnj

- COSTE " COMPDTACIONAL - Cada iteracion precisa  Una  evaluacidn.

- VALORES DE ARRANQUE: Sdlc necesito 1.

s - - i 1
* IMPLICITOS: ¢ yoa= ‘Hf{' Anea -n.‘;3:+;}) = F (ygaes)

conoardos
METODO PUNTO FiJo.

3E:-: = ~F|(5r:\-+1)
F CONTRALCTIVA

‘;}?\«1-1 = Un

{ Bfﬁ'i} T* Yavg

pree



L) METODOS DE K PASOS.

Son

*x EXPLICITOS:

aquE“GS del EIPO : P e " K"‘;
‘_-_J\'F 'fﬁ‘--f.

. UhUzan informacica
York = F (xn, o) Anak, Yy gnﬂ‘) °"‘ de k pasos anteriores
T R .

* IMPLICITOS -

- COSTE COMPUTACIONAL -

(22/512008 )

gm-l& = F (ln'“'f x“"’"‘rgna-": ain-k)

1 evaluacon de F /1 iteracidn.

- VALORES DE ARRANQUE: k valores de arrangue.

* EJEMPLO -

EULER :

- "o
(g“’:ﬁ‘—‘- J: (Kﬂ,...i Anrk 3""""\3:*9)

- COSTE COMPUTACIONAL ; 1 méYodo iterativo [ 4 teradidn

- VALORES DE ARRANQUE: k valeres de arrangue .

Ynsa = Yo + hg(ﬂmga)

(E) =
Yo

INTERPOLACION GRAFICA

Yo+l
EULER

Yo 1

Metodo 4 pase explicite

Cocte -5 1 eval 3 /1 iteracich

e
N= valores de eranque - 1

CONSTRUCCION: EULER iMPLICITO

Y 1

4" 1

g(*n\f‘i ‘ gnfl)

Ynta = Yo hg(*ﬂf“a gnﬁ)



2. METODOS DE UN PASO.

beaen e r T

oy k) METODO DE EULER Y B |
CONSTRUCCION DE_METODOS DE RESOLUCION DE PVI

A PARTIR DE FORMULAS DE INTEGRACION NUMERICA.

ESTRATEGIA:
y'tx) = £ (5, y(x) 4

Sea ¥ ]
Sin
_— * Malla (wa)

| FIPe Xnea
% J yxdda = g 3 (xya) gin [ 8, Cxo, paad]
: An
Y{®aea) & Yasa
Y4i(xa) ® Yo
\\\/
Yned 7 Yn
R

* lmponer i%uo.lclnd :

o o Siﬂ [,?, [*n,%nﬂ]]

J

}

J b

J

)



* EJEMPLOS .

N NI
@ Formula del r@;tofngulo con soperte extreme inferior:
b
J'ag o fa)(b-a) —_—
= :;1‘(& . (x)\ i
gnﬂ Yn c? I 3n+1 = Yo t hg(&n. 3n)
—p (E) =
{ Esto todavia no es un métedo. Yo

Tedavia g(&n) Y gn

b =~
@. j g n g(b){b' ﬂ-) ~7 gn“_,‘ = 8;\ + hg(hnp;'gnm) [E ;N\P\rdte)

o R Vo o R et £

Raed

J 8(:‘-,5(1)) a é}(xnﬂ, 3(*n+1))-h

L] N e
Yn41

Fermula del tm,Pedo-.

e
& ;
J §o ZZ ($0)+ b)) ™ yoa= go *'""T(é’“"u‘é"}"3“"*"rgw))
\_2__/ | e T A TR S ¥

Aned
J jlx, B“}) ~ _::_(g(xmg(h)) + ‘gftnf'i.'é.(inﬂl))

Xn
S p? S ot
Un Yaa
()
(Ya+a) 1
* Méetede numénco de
Yt §anea, 31’\1-&) 1 pace imP\\'C;JLG-
(B¢ ]
(yns4) * Coste com putacional 5
1 metodo iterative | iteracion.

* 1 valor de arrangue.
@ oclotl  o-métedss g, = yot h[EF(xaig0) + (1-8) §(Raea, gm) ]

Las pendientes en las  abscisas  xn Y Ansq son igual de vadidas.



INCONVENIENTE : Los métedes imPI:C‘ifBS reguieren un meéktode iterativo-

& Cdme reselver métodos implicitos  que wtilicen Pend'vaEn‘bES

en lags abscisas  xn Y lh'n—'i?

Metodo de Runge-Kui’rq, (%nsa , Yo + NP(Kn,4n))

g(xiﬁ-“l, 5" * hg(xn, Sn))

, ‘ . e
Metodo numérico multievalvacion

Yo = Yl*a) [ :

Lo que me "molesta” es Ynu1 , asi que use (xnm, Un + hg(xn,gn)),

Yara = Yn + ___2_ [3 (xa,yn) + §(xnsa, Yn +h3(ﬂnign))]

X Untd

¢) ESTUDIO GENERAL DE LOS METODOS DE UN PASO EXPLICITOS.

> FORMULACION GENERAL.

Y(x) = g(x, 9(x) x€Cla,bl
* (p) i 3 LiPSchitiiana JEPE"JiEﬂ’Ce

gike) = Yo ' de la 2% vadable, Y conhinu.

* Malia ¥n= & +nhh |, n=0,., N

¥ Los métodos numericos de ua pase axPl(dtos vienen dados por:

Yoea = Yo * h¢(in,gn‘h) i =g N
(Pn) =
‘éo
con ¢(&.g‘h) = Fuancién que define el metedo numérico.
Observacidn:
4 = edo

[ .
¢ > metodo numeénco.



5 ESTUDIO DEL ERROR.

Valor del error IS“ - %(r\n)l n=

vy N — mdx | yn - ylxa)

0&ngN

Para el estudic del ecror tenemos 2 responsables:

El meétede numerico

= Estamos

= La edo

y—— -

]
R U e

%'(n) = J0r, ylx)
, y () sclucicn

i 5(’«2): Yo

5 BONDAD DEL METODO.

% CONSISTENCIA : Error  del métode en

= Lep & CONVERGENCIA: max
CE&ng N

unc iteracidn debide a

gn = g()\n)

; *n , suponemcs conocido H(xn).

Ne es la miema en cada iteracien.

J.

3‘(") = Plx, g(x))

Y(Xnea ) = Ynea

o iteracien + N+ -ésima.

* ESTABILIDAD :  Sensibilidad de la ec. diferencial o las perturbaciones -

Inflvencia / pmpc\gaciuﬁ de los errores  antericres en

la edo.

—_— 0
N-= oo

. ’ 4 1
* VELOCIDAD DE CONVERGENCIA: orden (._ w3 0 4 e 0)

N NG

erden 1 erden?



> ERROR.
R —
% ERROR GLOBAL DEL METODO: er= ylxa) - y,

# ERROR LOCAL: Error del métode cemetbide ea una iteracion.

Gpea = Hm ¥ he H""1‘:]"“‘")
iTERO v v
SQ.G. gn = g(ﬁ.n) PR gf&n) 'jtxﬂ)

g(*m«)

Q“_‘_q &= 3()(“1_,') = [3(1\:\} + \'\¢(Kn, %(Kn), h)]

Qbservocidn: lenemos 2 Sucesiones:

{3“}::0 {3“")}:;0

Veriica (Pn) 4 gnua “[gn+"‘¢(*“'3"‘h)]=o

\v’erié'fim (P) con error Rasa o 5(7\(11-4)‘[%(&0‘"" h¢(ﬂﬂ:3(’~ﬂ}:\")]= Rinsa

Por tanto:

% CONVERGENCIA: El métede (Pn) e convergente si:

max Ig(ﬁ-n)—gn s O
h=0o

h, N gijo

"'CONSiSTENCiA: El metode (Pa) es consistente con si:

N IQ
> IRl — 0 max i

=¢ h=2
n o 0€nEN h hso

v

(Kava) - )
= max i 3(*" - é ( %n, gf*n), h) —s 0
0SNnEN h 0




* ESTABILIDAD:

79n+4 = Yn F he (xa, gn,h)
Sea {3,,} coluaidn  de

Yo
Zned = En + h¢(&n, 3ﬂ,h) + err

{i;n} gsolucicn de

2o
El métode (Pn) es estable si esiste ana cte M (independientemente de h)

N
max Ign'znl £ M[lag-lgl > |err}]
=g

- TEOREMA: Si el método (Pn) es estable Y consistente,

entences  es r.cnuenaen‘be.

Demostracich, -

Ynid * Yn t h@(*n.gn. h) ‘\

{‘é" selucicn
go

gy

g(xaya) = glra) + 1@ (o, Y(*n), h) + Rnyq

{afln) Scluc.mn
ta(ke) }

/é
o

N
+ 2 ‘Rnﬂl] sy 0
h=0 h30

SO | i ] 3(1.-.) - Yn

O €nsN
| I—

erd

< M []H[Xe) - 30
¥

©
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RESUMEN
\
g'(x) = §(x,y(x) x€ [a,b] Lipschitziana 3l g€ &
(P) + | 8 4 2% variable y =5 | seclucidn exacta
ylre) = go continva La;b ) de (P) >
Yoga = 9n + h (%n, Yn, h) , L'\PSc,h'nt%ianq
(P n= 04, N-1 |+ [@4 2%variable y | =5 | (Pa) Converge |
Yo 05{&.?:“}“'—"%3(&:1) }

—p El Glsori.tmo (Pn) apmr\imq lo. solucicn exacta de (P) hadendo

h— ©
max - y(kg) | — O
Ia" % 2 I h30
_..—v—-—t
ecr
Observaudn :

g—=>(P) + g (Pn)

(Pa) estable

(Pn) c.om'erge , err —» 0

h30
(Pn) consistente



CARACTERIZACION

* TEOREMA -5 El métedo (Pn) ec consistente con Qeszh
SRR

<=> ¢("fﬁ,0) = g(xfg) V"-f‘f
\__.w_____)

Lim @(x,y,h)
hso

* TEOREMA 5 Si la olx, vy, h) — Lipschitiie.n& res-pec.’re 2% variable
TN S e )

=> (Pn) estable.

CONSECUENCIA :

Lipschitziana 2% variable |
SU ¢(x, ¥, h) => (Pa) converge
¢, y,h) = §xy) ¥ay

OBSERVACION :

Si (Pa) converge => (Ps) consistente
&t (Pn) estable

+ EJEQCiCiO: é Para gue’ (P) converge ()
L L L

Escnbimes EULER con wna nueva ngtacdion:

Ynei T U + hg(’\fhgn)
()

‘30

EULER es un métede numerice de un paso e:q:h’cil:o =3

QS (?‘;g‘, h) = g(‘&:g)
@ {"\nagn,h} = g(?\n.gn)



d Cudnde ¢ verifica los 2 condicicnes ©

LiPsc;hitziana 22 variable cuande S o sea =% (E) estable cuando Ok
¢ § sea Lips. 2% var. [ =7 VER-
¢ (x, 3:*‘) = f(xy) => (E) consistente

®¥ ORDEN: El método (Pn) es de orden p si p e el mayor natural

L

g‘ue:
Rn 3 i
o e ] @ ek para tode y sclevcien de
osnsN | W
N
)
N
(Xns+a) - {(xn) ‘
‘__) mas 4 g = i (M.ghﬂn),h) con k=cte
CSnsn depende de ¢ 4
no ciepende_ de h.
. . (h
Depiaicidn . g(n) € O(nF) g 3 ey
e WP h=0
Observaciones:
R'n P
1.) (Pn) orden p <=3 = O{bF)
h

Rn
h

2.) (Pn) consistente <=3 = O(h) ¢=> Orden 1<=> @ (x,y,0) = §(ry)

3.) SiU (Pa) estable 4 orden p es + , (Pa) converge y errmo

a la velecidad p = max lerr| € wht =
O$ngN

mc{x lerrl = O“‘\P)
C€nsEN

i

3

J



TEOREMA:

Sea f € cP (Ca,b] €R) , ¢ e CP(La,b) x R x [0, ho]), entonces:

(gb (x, 3;0) = é)(lag)

ah

(x,4,0) = 1 pP"(x,u)
ahF-‘i) P E? ‘3
&
\ (x,49,0)= : $ (xy)
dh Pf’i
NOTACION :
! ) S 3
g (x, 3(&)) ='§;(RI§(")) 4 —a'%(“ﬂh‘))~ g(a)
A%
N SIS S
§x(x:4) Sy (ey y'(x) = §(x, ylw)

é"(f-;g] = c?x()‘-rg’ + J’Y(*‘ﬁ).g(*'ﬂ} —— ;‘=3& + 3‘1‘3’

i

Sn("rg) i(sx(x,\é) ij()fug}g(lfg)) =
dx

d

it

Sx(&,g) + —j;_ 3?““3)3("'13) e

adx
;.,___\/—J - ~ L 5
o fa)
el (x¥) i-&_{x,y)_a_y_
X Jdy %
Mo —— e ammen i
3 A 35‘7 S FALTA

= $xx + 20,8 % By ¢ §y-dx *55-%

206



(23/5/2008)
* EJEMPLO :

Sea g Upschitaia.no. 29 yarmable 4 conkinua .

Cea el métede de 1 pase exi:lfr.‘nfo;

¢(K,g,h): 3 (x+..|'i‘_, %q—% J’(‘rﬁ))

Escnbir el métedo, la g'rc‘x.j‘ica , estudiar ccnvergenf.ia Y orden.

Yn+a =gn + htﬁ(*m‘/n,h) = UYn + h. 3("“*";" 3n+_—:- S(Kn,gn})

METODO:  (Pn) =

Kni—%,gni-‘;—-)

Y+

3(’\1‘1 :Hn + hg(&n, ¥n)
EULER (E) -

g° Yo

ESTABILIDAD:

é d(x, Y, h) UPSChitiiana 2% yc.\ri.ub\e 2
EAN
\l}

daMete | |@(nga, h) - (xa,gam)| € Mig,g,| Vaoh

"

L O | Y O . I IS 3 RS L BT

€ L,l Ya +-;-g(h,g4} - (31 i-—;—- 8{»\,3._._))‘ <
s Loly-gel + %~|g(x.5ﬁ;-3(x.gﬂ\) ¢(L+ ,l?-_,\.)131-321 Vx h

—
M= cle



) ADADBSPIFDIIROIIIT2P9999993239332922029222920209090922073 0229092092392

CONSISTENCIA Y ORDEN

@ ¢ (&1'540) = :—_’i"g (¢(5131 )‘ ?-lm (g(x+-- ; g 1-__3(7”3)) =

| ——] \._.._\(____/
Liende biende a y
ax

= S(&.a) =>(P,) consisiente , es cenvergenbe.

@ CE> de orden 27

?
1
=1 - (g“ ) ¥ry
Umite de la l i
derivada de ¢ g . ;
en b T ) T . A
_..._(K-!—_-,g-i-_g()\lg)) = T o $ e ! ~n =
oh 12} 8 ¥
N N o h=0 Rz vew o Ihz=0
2h

_.-—-._

« [ gz ’EH (G f §U g)l

\ e =
lhao lh»o

(x.y) (ay)

2 e peren]-

h=0

:..%_ 3' Vg = Es de orden 2.

@ dEs de orden 3?2

¢ d? I e
(ahl)} e ks
h=0

¢ s (%) 102 (o (&™) % 2y(2%) P(nu)
(ahz)\h;o_ _a-h—- oh h=0 ) —E S—{; (81 SY g 3)

S A ) agh fy ox oYy ag"

= i § M <L i R + $(xy) gy ! " + 3 O

2 {ad 20 5y on on T oy on
A T St s s """'—'v-—-’ N n=0

I 3 $xv  Zptxiy) SW'% $ay- % §0)

i
it

h=0

o 5 |
:’::_ [Sn (2") + 28, (") 3(xig) + Jvy-d (M?)]'“”’ ’

= —2-[33::. + P v 3]+ % = ‘j;,]’ [3,\,‘ + 20uy 8 + 318y iy 881 =

=> No es de orden 3 => Orden 2.



Métedo 1 paso n? evaluaaones ™ Orden
P /
iteraciones

enpl(d*o

(€) 1 |

(Pn) 2 2
I

L(Pn} => Método de la ta.nsenl:e mea'orada..

(2915 2008)

d) ALGUNOS METODOS DE UN PASO EXPLICITOS
DE ORDEN SUPERIOR.

OBJETIVO 5 Obtener cu método m-n-1 paso paso esplicite de orden

SLLF en.or.

*MéTODO DE TAYLOR. ( defsende de la ecuadon c:ligerenciaﬁ)

Sea 3‘ = C?(A,%(;g)> 7 j ECP—v

Desarrolic de Taylor

';;(:wh) = 3(:{} + h-g'(*) + %z_gu(x) T __\l:i 5P}(") " O(hp+“l) 5
P.
- e~ j ;
3(&:‘/) j(l&,\é) 3?'”(3‘ g(*))

. B e ,
= yo) 4 [X(x,gw) + oo § (0 g) 4s 8"1Jf~g(ﬂ)]+ O(nf™)

S~ it
N
i deg'mo
@ (x,y,n)
Yarqg = Yo T D @ (xn, Yn, h) M.._.........éTODO DE
(Pn) TAYLOR.
80




ESTODIO DEL METODO.

@ ESTABILIDAD.

(Pa) estable <=> @ (x,4,n) Lipschitziana 2% vanable.

Para cada § s dervar (é",j’",---;g"')' Ccrnf;robar si tedas las

variakles son Cnf.tschit&'lcx.nas de 2% vanable.

CONSISTENCIA / ORDEN.

1) = 9 (%a
X=Kn A+N = Xopq > g-(x 1 SX) -¢(an3n.h)
h
— —~— I
v ptl Rq . \
5 ____O_._(h ) = O(n?) = (Pa) orden P. T_error e

h

EJEMPLO:
Comstruie el metede de Toyler de orden 2 de

g = xgz =cf(x,3)

(p)

Q(Xo) =ga
e T hoy 2 e ,
Deginimes ¢(x;gsh) = 2(xiy) 4+ ?g(x.g) = Xy 4._2‘“_|_gz + 23&;«5]:
L xgz + _2_.[32 + 2xzy3]

_ Lz h 2z 2
~ Yniqg T In + h["ﬂgn + ?(gn + 9—”‘“3%)] orden 2
=> (Pn)

go

‘GEs estable ? <= ¢ @ (x,4,h) Lipschitziana 2% danakic.

Es consiste Y estable =» Converge,.

@ INCONVENIENTE — No es Prcaramqbfe (requere hacer

CosSQs a mane ) :




« METODOS RUNGE - KUTTA.

Comparar estrategias numericas : Obtener §.in. | métode resocion PVI.

Problema. :  P.LN. H?o En{:ErPo!G‘i:orio

metode PVI

OBJEH\I’O*, Obtener orden mc{,ximo

m-n-1 pasoes explicitos crden mdx.

Milhevaluada Multievaluada
| Hallar puntes pesas
T ) | para obtener orden
C(pesos) | v o b
/ ' ; N | pesos
el i @
i Lo | &
e 7o (T e L
[ : 1 ‘ } o] ’ 1 1 T
Ia X t-l Xa Anvq
nodos Orden manimg:
b Yarq = 8!1 + h¢(‘:5|h)
Js o Zc-i.é’(x;,) orden max. (Pn) v
(=9

Caf(%i,v) + CzS(xz,y;) il
9° Yg + $R(xa,94)

>METODO DE RUNGE- KUTTA

DE R EVALUACIONES

Viene dado por:

R
¢("‘l g,h) = Z Cer. Kl’("‘*igrh)
%

peses  evaluadvonen

k*‘l = C?(Mg)

ks S(xa- hay, y+ hbzqﬁ“:é")

rametro
ke=9(x+ har, y+ hZ brskg
o
Pura:me’fro il
X (e

con  ar, brg, Cr  parametres elesid.os para cbtener convergencia

Y cerden  meldimo.




ESTUDIO DEL METODO.

Cea ? L'.?Sc.hitziana respecto  a 22 vanable:

(@) CONSISTENCIA.

. $%ey)

;
—e
Ke(xg,0)= g(xy) . ¥r = @ (xy,0) =r2_1 CrKe(®eyi0) =
B,
= §ug & Cr = gy
A
2.C=1

r=1

Es dear, hcua[ consistenaa cuande  les peses  suman 1.

@ ESTABILIDAD,

) LiPschﬁajo.na 2% vanable = kq=§ Upschitziana 2% variable.
dKy Lpschitziana °

I
| K2 (%, go,0) = Kalxoga,d)| = [2(x 4 ha, ga+ hb@(xya)- §(x+ ha, ga + hb(x,y))
a |
€L ga v nbg(xigs) - (ya + Mb§(x,92)]

<L (‘31 ‘ng + hb]@(h 31) *3(A:gz)]) $L(1+ hbL) I g-x‘gz! = Kz Lipst,h-ri’ziana.

S

M=cte

Mét. Runge- Kotta de R eval. es ESTABLE
Qy S UPSr;h\t%]qna 72 variable = <=
Mét. Qunge~m}ttq de R eval. CONVERGE

R
<=> 2 C,=1

r=19




3 ORDEN .

P(R) = Orden mdaimo gue alcanza Rumge~ Kutta de R ewluaccnes

se veriglica:

Hoit ge-a,2,3,% 5 P(E)=R
- St R=5,6,% 4 PRYy=R-1 Runge- Kotta 4 es
-SL R=8.. 5 P(R)= R-2 el mas veado

(pocas evaluaciones g

buenas prestaciones 3,

EJEMPLO-

@ RK1 ; @ (x4, h) = CaKa= Caf(xy) = §(r y)=> EOLER.
@ RK2Z ; 2 evawacicnes, erden Z:

gS{x,g,h) = CikKy + Cokz = Cif(xy) + Cz,(ﬂ haz, y+ hbzﬂg(:&,g)) Orden 2.
L - B S -

xh 5'!\
LS ~ Lo
Eh
£ SL Ci+Cp =1 = Conver‘%}e. , orden 7).
- O¢ & A 1 7
o st = e I ( + y )
h h=0 < g 2 fx S 2
o : 3" ag‘“
_..._¢_.. =0 + C (gx (8h) + Xy (?:h) -
oh Ihzo L—?,h_a g.éif_, h=0
%z b2 § (%, y)

i

= Cz[gx(ih) . O T 5218(113)-85(2:")J
h

Lhao

(x) =y

= Ca [Gz-gx ¥ 5218-3\,._] éf A)X ki 3)’3

C}_ - ﬂl—-

£
- Para estos para.metros

c2 - bag= R-K alcania orden 2.

N‘.a. (N S

Ci+ Cz=1
R-X2 cenverge orden 2¢=> { cz.a; =2

Cz.byq = Wz



EJEMPLO DE APLICACION.

1

Ci=0 , Cas= A =2 Qz :..;l =T R —
2 2

®(x, 3:"‘) =2 £(1+_2= ; 3,,_%",(?(&,3)) scliy Método de Qa tamaente meéoro.du.,

® RK4;

gntq = gn + -_h_-(k‘i'i‘zkz'l' ZK-_’; + k‘i)
(&

Kﬂ = S( *:g)
" " b . K
Kz = g At — 3 B s K1 Ga_———>
Z g o
' 2
K?::g("*lfgr-hkz) A g
2 2 Yo T-- ' 4
' i
%n An+i

Observation .

* Tamediata codificacich.
+ Coste computacional 5 4 evaluaacnes c}?/ ‘teracion,
*  fitos Prestacjones.
* Bajo error:
h= 1 =K
| e & k.h RS
errcr BlcboJ b o= 107 ay B 10'8




EJERCICI0S.

METODO RESOLUCION PVI SIRVE PARA RESOLVER NUMERICAMENTE.

g (%) = $laig) gec’ (Peod. 1)
(P) = o
glmel = Yo yec, géc’  (Pree. 2)

Ecuacion lnteQral (e fncégn\ta esta dentro g Juera de fa Cnte%mw-

X
y( x) = _I cos (s + g(s)) ds + e”® (_PROE:;M%>

3

Cons trwar ¢> ( X0y h) que alcanzan orden maximo (‘PQOB. 4)

B

=3

Ecwaciones neo  Lineales:

) ~2te®
b il (o) AW TE L)
12~ (PROB. S)
Resolver 2" + x -3 = 0 = KResolver THi'e s
x(0)=3

Gist. Eauadaenes d.{G&’erenciales 1€ orden:

a) Modelo Lotka- Voltera (2D); depredador- presa (PROB. 6)

+
Aplicar é)i.n
b) Tdem (3D): alces- coyotes -~ lobos  ( PROB. 9)

Y

Sist. Ewecones  diferenciales 27 orden.  (PROB. 3, PROB. 8)



+ PROBLEMA 1.
p W 4
g‘ = x-y x €[0,1]

Caleular 1o solucidn  exacta (P)=

3(0) =]

yry= A EDO Lineal cen COeXidentes constantes no hemo%e’nea (?erque +0).

Schacion 8enemﬂ hcmocaénea @
Solucion 8eneru€
Solucion 5en-em£ ne hcmoSéneq @

@ 3‘1-3:0 > A+1=0 = Raices A=-1 =

=> Sclucion %enemQ = ié(x) =k c

@ g‘f‘é:x__) %(g)=AR+E => A+A)’~+6=K=>

A= 4

} =5 3(3) = %x-1 Selucicn Pari:icu'lar
= -1

Por tante, lo Solucidn Genera)l No ‘nemcagénea: a(gj = Catda 9

La sducen de (P) es (<ble Puede. haber una, Ca que cumpla 3(0)-—-:1)-.

glo)=1 ce+40-1=1¢c-4=4 = c=2

En resumen, Qo solucidn de (P) es:

y{x = 2e 4+ -1




Aplicamos  Euler para  obtener Qa scluién grdg%ca:

$ny) N
] ’—Aﬁ
3 = A4 P 6—[0,/]] gﬂ'l"l = gn i h(Kn"‘)\é) b
(P) - (E)- ;
\C,}(O} = Yo = 1

= -

Esa:gemcs un h 5 h=02 = Mala 3 x6=0, x9=02, .., xg=1 -

Xp = 0‘2.” sh= O,.,"S &N

3 I, i Z i " ~ ki

Yara = Ya ¥ 02 (02n-ga) = (d2).a + 08.go 3034

= '31=D'8 B
{8 4 0}21 | —

\30=1 Y2 = 08

* Aplicamos el método Heum:

gned = Yo + h Eg(xnign)+ _;_S(xn+h, 4o * hg(xn,\é‘)n)):l
b A L n— —
C4 Ka Ca K2

Heum , h=0'2:
95 = Cikq + Cakz / Ci+Cz =1 orden

Yo+ 1
y tambieh orden 2 (VEr}gicar) ~
vl 4
; % yn + 02(xn-Yyn) = 0'88,, +02°n (ver Euwler) g
)Zn x‘nf’l i & {] M
02.n +08yYq
5
'S oy
g‘ " RTR 4 B e [o,1] gm-'l = Yn + h-g— [(’\n-gn) *cg(’-nﬂ,gn‘i‘ }\(Krvr-‘l'r.)l1
() (Pn)=
-2

(o) = =¥ &

3 Yo
h=02 Yaea = Yo + 01 [O'Zn “ Yo * S(xnﬂ . 02°n + 0'83,,)] ~
" = R v ] = K
Ap= D'Z.ﬂ iao =1 Anyq - (Olzz.ﬂ T 0'88“> \l
=0, «
Yaga = Yo + o' [dz % 0]:360 + 1|830] 4o =1 -

¥
= - go = Nt
go =1 gz = -~ 2



(3/6/2008)
* PROBLEMA @.

4 (£) = presag %z(t) 2 dePrg.daderes

L}

%‘4 (‘h] = (’i - d(}’lgz(t-)). 34 (t) 3,1 (t, %q j {32)

5z £k, Y téz)

ya (€) = -1+ Cozy,(t)). ya (¢)
ya (C) = yao = 20
Yz (0) = yao = 20
)= JCE,g) ;g = (ya(d, 42 (1) §'(t) =

— (P)
' §(0) = (yao, yw) = (20,20) ; te L4
2= I (g;(t), g;,(t)) = §(t, (gq,lgﬁ) = $a(t, (puya), & (2, (3,,,%,_)) )
g‘l (t, Y, gz.) = (1~ Oloqu.) 91
§2 (%, ya, ya) = (-1 dlozy,) g2
Aplico Euler a .(P)z

Yaea = Go + hPlxn,gn) , No tenemes Fo —»

(P) + (E)= (Pn)

4 |
h’:- /q ro=0 K/i:/é 7'-2,?.,],/2
‘As:'g/q Xq.:'] t(:?[ca"]

Eo = (8'10; gzo)

{lé‘n} scl. CLPI‘O)R. b (%a)
—_— gn*(t]fllngi) il —_—
{\éi} SQ‘. QPrc;'g, 31 (7\“)

212



_AG

(1 - do1 gﬁ.l@
a7

guon = g v RegnCae () -
g
— : o
arr = 42 + g2 (%, wk.gﬁ’ﬁ
e
(-1+dozyn).(yh
¢ 4 4 |
= ) — (1-00143) 4, > 24
| go v g (17008 y
=/ Kol P Y ! =
_— j 20 20
i
2 2 1 ! | Z o~ 47 i =
3“‘5"’*?(‘“0029")3" aY Ya
20 20 20
Presos Depreda dores
] A
go Yn
e 5 T 20 20
5 = A ta= 24 A%
n=2 boe 2/q 28 4
n=23 {:sr-%/q 35 13
n=4 ty=1 42 12
1 20 2? g
i [}
, 1 e
@ My = j Ya (t) dt o E(gq (o) + 4yq (._;_) + '51(']))
(&)
it
Si.mPson
’ b
=ik athb
o~ |
k Bt (3@ - ug(25) o)



2(32(0) -y (‘l))=

1
: ® ™ =J gi(t) dt o 120 (gz(o) . 31(4)}
- o ‘L

i \:ro.[;edo correg'uda.

A o Sadimoian Yofind [[('\ 001y, (0)) . 44(0)] - [(1 do1y, (1). 34(4)]J
_ 19 [

P) il ey iy
20 20 12 qz
| . SR A
TN v
16 206G
o 2‘%'3
* PROBLEMA 3. ECORCION [NTEGRAL

Solucidn de wna ecuacicn integmj = Scl. PVI

y' (9 = g%, y(x) "
g(n) = sol /ﬂ = yx = Yo +j g{s,%(s)) ds
L. 7 -
g(?\o)= 80 Ao
5
ke
//* X
_I,J y (%) dx =J $(s146s)) ds
o Ao denvo
L__V_J
\a(x)—té(no)
J, R
%'(x) =0 + j §(S,3(S)) ds
. " ) 3‘(7&):- $x, \a(x)l
g(x,y(X)) iy
3(’\0)" go

Y(xe)= Yo +J (s y(s)ds
\ Fe

0



Aplicande Lo anterter:
Resolver (1) y(x) = -I cos(s+3(s)) ds + &

= =

dentre de (Ca 'm+eara,Q.

3‘(x) =-cos{( x + ia()k)) + et
P=pPVl 5 (P)
ylo) = 1

(E} ; n=08 . (F) =

yo = 1
malla: %= 0

xq = '1/2
X2 = 1

go )
" u

— 1 %.1=’1 +l(e°~ccs(0+‘\))’_""|“23
2

37_ = ‘1‘23 + _.4_ ('24/2 - Cas (_j__ o 4|25J) ~ 2‘13
2 2

1 £
Ec. inte,gme = Ec. inco’gnita esto. guera y

e" - cos(%n+4n)

ey
Yors = Yn * Do § (xn, gn)

—>



& PROBLEMA 2. PVl CLASICO

T WL
i e
3'(:&) =max{x,3} foow £ -05,287
> o R (K, J:

(P) = TS k) " 15'3'3 i

(A(-OE')): 0 @ _\*:"\
——93(:&,3):;&

2(x y) = max {n, gy} - "

{coni-;nua

dBs §C(R?)?P Sl en x=y 2 ¢ ¢c'(®)

I cemo €S continua

N
Al soe(p), yec"

Ealer (Pn) converge

5'{x)=%(x)
(-05,0) € ®~>(P) —
g(-»dfi): 0

31 d %(1)’: c.‘,.e"
gt A 2n1 =
R 3 ~ { y (-0'5)= 0 =

—5 y4(-05) = qe'ds:o Lk

-___s) C'=O — 3()\) = 0 sof. (P‘l)

2
Sol (P2) i yiie 5 4
o\ 2 —_—
%(0)=G 3(0):0 —_ 0 +d.-.0 ——
KZ
* 97 7
— g(x); - sol (P2) —s Tene €. el

g":l\

. 2%
— *=2;3(1)= --2-—:2



g‘-:(é g'(n) = Cﬂe"

Sol  (P3) s
y(2) = 2 y(2) =2 c.e =2 -
— o= 287 _y y(#)= 2e*%  sol (Ps) )
.3 s
%tx) = xe[-06,0]
La sob. %{xj de (P] 5 %(x)_.__ xelo 2]
f‘
y(x) = 2% xel?2,21
N o A
ll/
g(x)zq

Euler converge  a sa('x).




TEMA 6: Resolucién num. de Ec. Diferenciales Ordinarias CALCULO NUMERICO (07/08)

Ejemplos de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Ejemplo 1.

Sea

y'(r)=%~, te[0.1]

Ejemplo 2. Crecimiento de una poblacion

El crecimiento de una poblacién en un ecosistema viene dado por la ecuacién diferencial de orden uno

Y()=a y(f)(l —&J

max

Veamos las soluciones numéricas del siguiente ecosistema
¢ t
@ Y =02 y(t)Ll—%), t<[0,20]

donde:
e (!) mide el nimero de animales de la poblacion, en el instante de tiempo ¢. Por tanto, )'(f) mide la

velocidad del crecimiento de la poblacion. En particular, en los instantes donde 3'(#) > 0 la poblacién estard
creciendo, cuando y'(¢) < 0 la poblacién decrece y si ¥'(#) = 0 la poblacién se mantiene constante.

e a=0.2 esel factor que mide la capacidad reproductora de la especie animal considerada. El factor 0.2 y(f)

indica que la poblaciéon aumenta més rdpidamente cuanto mayor sea la poblacion. Si sélo tuviésemos ese
término, la poblacién creceria exponencialmente sin limite. Pero, en la préctica eso no sucede porque los
recursos disponibles no son infinitos. Para reflejar esto en la ecuacién diferencial se introduce el siguiente
factor,

* Vo = 100 es el limite maximo de animales en el ecosistema.



TEMA 6: Resolucién num. de Ec. Diferenciales Ordinarias CALCULO NUMERICO (07/08)

Para calcular las soluciones y(f) de la ecuacién diferencial (1), solo disponemos solo de la siguiente informacion:
en cada (7, ¥(¢)) conozco

M y@O=fEp)=02 y(:)(l—%g} 1[0,20]

ga indica la velocidad de crecimiento de la poblacién en el instante £ y con un poblacién de (). Podemos
dibujar la grafica del campo de direcciones de la ecuacién diferencial (1). En el plano
(t = tiempo, y(¢) = numero de animales de la poblacion) dibujamos el ‘flujo’ de las soluciones mediante

flechas que indiquen su direccion (ascendente si f'(Z, y(¢)) = y'(¢) > 0, descendente si f(¢,y(¢))=y'(t) <0
y constante si [ (¢, ¥(f)) = »'(¢) = 0). La siguiente Figura 1 muestra el campo de direcciones de la ecuacion (1),

obtenido con el comando dfieldplot de Maple.
campo de direcciones y algunas soluciones

160
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Figura 1: Campo de direcciones y algunas soluciones de la Ecuacion Diferencial (1).

De la inspeccion de la Figura 1 se puede observar:

1. Una ecuacién diferencial de orden 1 tiene un *plano de soluciones’ (una familia unidimensional de soluciones):
para cada condicién inicial (f,,),) existe una solucién de (1) que cumple esa condicién (esto es, que pasa por
ese punto). En la Figura se han destacado las soluciones que cumplen las condiciones iniciales
{(0,0), (0,20), (0,80), (0,100), (0,150)}.

2. Las funciones constantes y(f) =0, y(f) =100 son soluciones (soluciones de equilibrio). ;Por qué?.

3. Las soluciones de arrancan con un nimero de animales mayor de y_. =100 decrecen hasta alcanzar
asintéticamente una solucién de equilibrio ( 3(f) =100). Las soluciones de arrancan con un nimero de
animales menor de y,. =100 crecen hasta alcanzar asintéticamente una solucién de equilibrio

(¥(¢) =100). ;Cual de estas soluciones verifica cada una de las siguientes condiciones: f(Z, ¥(¢)) <0,

fty®)>0y f(t,y)=072.

4. Sienelinstante ¥ =15 hay una poblacién de 60 animales, ;qué poblacién habia en el ecosistema en el instante
t=5?

Nota: Intuitivamente el campo de direcciones de una ecuacion diferencial se puede considerar como un flujo,
de tal forma que si dejamos una particula en una posicién (condicion inicial), la trayectoria de la particula
arrastrada por el flujo coincide con la grdfica de la solucién de la ecuacion diferencial.

2
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Ejemplo 3. Modelo depredador-presa de Lotka-Volterra

El crecimiento de dos poblaciones (depredador-presa) en un ecosistema viene dado por el siguiente sistema de
dos ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, denominado modelo depredador-presa de Lotka-Volterra:

'@©)=(1-0.01 y,(¢ t
@ {y.’() ( O @ e[0.15]
B4 ®=(-1+0.02 yl(t)) yz(t)
donde (), ¥,(f) miden el tamafio (nimero) de la poblacién de presas y depredadores, respectivamente, en el
instante 7.

En el instante inicial £, = 0 las poblaciones son de ¥,(0) = »,(0)=20.

La siguiente grafica muestra la solucién aproximada del sistema (2), con las condiciones iniciales citadas, en el
intervalo [0,15].

Modelo depredador-presa Lotka-Volterra
350 T T

— depredador
~ presa

250 : 4

200 A

Figura 2: Solucién numérica del sistema de ecuaciones diferenciales (2), con las condiciones y,(0) = ,(0) =20,
en el intervalo [0,15].

Conocidas las soluciones aproximadas J,(#), ,(f) en el intervalo [0,15] se puede calcular, por ejemplo, las

poblaciones medias, |, Y ,,decadauna las dos especies en dicho intervalo:

15 135
[ wodi=m, [ y,@d=M,
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Ejemplo 4. Ecuacion diferencial inestable v ecuacion diferencial estable

Sea la ecuacitn diferencial de orden uno
3) V'@ = y()+cos(t) - sen(r)
Se puede comprobar inmediatamente que la solucién general es y(f) = #e’ + sen(?) .

Veamos como esta ecuacion diferencial tiene una solucion inherentemente inestable, ningiin método numeérico nos
dara soluciones aceptables. Consideramos el problema de encontrar la tnica solucion del problema de valor inicial

{ ¥'(£) = y(t) + cos(t) — sen(t)
»0)=0
La solucién exacta se obtiene para 4= 0, por tanto se trata de la funcién y(¢) = sen(?) .

Estudiamos ahora el comportamiento de la solucién numérica. La Figura 3 muestra el campo de direcciones de la
ecuacion diferencial (3), y se destacan las soluciones para cada una de las siguientes condiciones iniciales:
y(0)=0.001, (0)=-0.001, y(0)=0.01, »p(0)=—-0.01, p(0)=0.1, y(0)=-0.1

campo de direcciones de una ecuacion inestable
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Figura 3: Campo de direcciones y algunas soluciones de la ecuacion diferencial inestable (3).

Sea ahora la ecuacién diferencial de orden uno

(4) V') == y(£) + cos(f) + sen(t)
Cuya solucion general es y(1) = Ae™" + sen(r).
Veamos como esta ecuacion diferencial tiene una solucién inherentemente estable. A diferencia de la ecuacién
diferencial anterior, el error introducido con las condiciones iniciales (esto es, perturbaciones iniciales) es
amortiguado por el ‘flujo’ de las soluciones, y por tanto, tiende a desaparecer inmediatamente. La Figura 4 muestra
el campo de direcciones de la ecuacién diferencial (4), y se destacan las soluciones para cada una de las siguientes

condiciones iniciales: ¥(0) =0.5, y(0)=-0.5, »(0)=1, »(0)=-1, y(0)=1.5 »0)=-15.

campo de direcciones de una ecuacidn estable
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Figura 4: Campo de direcciones y algunas soluciones de la ecuacién diferencial estable (4).
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TEMA 6: RESOLUCION NUMERICA DE PROBLEMAS DE VALOR INICIAL

Problema 1 Se quiere analizar la bondad de los métodos de Euler, Taylor y Runge-Kutta
en la resolucion del problema de valor inicial siguiente cuya solucion exacta es sencilla de
obtener

{y'=x—y, XE[O,I],)JEIR
¥(0)=1

Para ello se determinara el error directamente, comparando los valores de la citada solucion
exacta con los que resultan de los diferentes métodos para distintos tamafios del paso /4.

Se pide: 1) Determinar analiticamente la solucion del problema. 2) Aplicar el método de
Euler en el intervalo [0,1] en los tres casos siguientes: a) #=0.2,b) 2#=0.1 yc) A=0.05.

3) Aplicar el método de Taylor de segundo orden empleando los mismos valores del paso que
en el apartado anterior. 4) Emplear los dos métodos Runge-Kutta de dos evaluaciones
siguientes para los tamafios del paso indicados anteriormente:

Meétodo Heun Yoy = Vi hli% flx,y)+ %f(xi +h,y, +hf(x;,¥, ))}

Meétodo tangente mejorado v, ., =¥, + hf (x, + -}21, v, + g JACAS'D))

5) Comentar si son iguales o no los resultados obtenidos en los apartados 3) y 4) e indicar el
motivo. ;Qué ocurriria respecto a la coincidencia o no de resultados si la ecuacion diferencial

del problema de valor inicial fuera ahora y' = »*? ;En que se distingue este caso del otro?

Problema 2 Sea el problema de valor inicial

y'= mdx{x,y}, xe [— 0.5, 2.51 yelR
y(=0.5)=0

Se pide: 1) Hallar la soluciéon numérica en [— 0.5, 2.5] empleando el método de Euler con

pasos A=1.0, h=0.5 y h=0.25. 2) Justificar si se puede aplicar o no un método de Taylor
de orden dos o superior. 3) Determinar la solucidén exacta y compararla con las soluciones
numeéricas halladas.

Problema 3 Una ecuacion integral es aquella donde aparece una funcion y(x) incognita

relacionada con una integral donde dicha funcion aparece también en el integrando.
Comprobar que la solucién y(x) del problema de valor inicial

{y' = )y ®e [xo,xo +H],yeIR
y(xo):yo

verifica la siguiente ecuacién integral y reciprocamente

YO =y, + [ (s, y(s)ds
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Aplicacion: Teniendo en cuenta la relacion anterior emplear el método de Euler para hallar
numéricamente la solucion de la ecuacion integral

y(x)=—[Tcos(s + y(sNds+e* (1)

en el intervalo [0,1] paraun paso 4 =0.5.

Problema 4 Para la resolucién del problema de valor inicial y'(x) = f(x, y(x)), ¥(x,) = y, se
define un método de un paso mediante la expresion y,, =y, +h®(x,.y,.h) siendo la
funcién @ del método de la forma

O(x, y.h) = clf(x+g,y+ahf(x,y))+czf(x+ﬁh,y+7hf(x,y))

donde f es una funcion continua y lipschitziana respecto a su segundo argumento.
Se pide: 1) Estudiar la consistencia, estabilidad y convergencia del método dependiendo de
los valores de los parametros ¢;,c,,a,8 y 7. 2) Obtener las relaciones que deben verificar

los parametros para que resulte un método del mayor orden posible. 3) Determinar
razonadamente el orden que resulta en los casos siguientes:

a)c =c,=1/2,a=1/2,=y=0 b)e=1Lc,=0,a=1/2,=y=0

Problema 5 Una ecuacién no lineal se puede resolver aplicando cualquier método de
resolucion de problemas de valor inicial. En efecto, supongamos, por ejemplo, que se desea
determinar la inica raiz real x* de la ecuacion

1) e"+x-3=0

Se forma ahora la ecuacion (2) (se podrian formar otras analogas), introduciendo un
parametro € [0,1]
) ?e*+x-3=0

La ecuacion (2) define la funcién x(¢), es decir x como funcién implicita de la variable
t(para cada valor de ¢ se determina la correspondiente raiz x(¢)de la ecuacion (2)). Asi
cuando £ =0 laraiz de (2) es x(0) =3 y cuando ¢ =1 la (2) se transforma en (1) de ahi que
x(1) = x*, que es la raiz que se busca. Por otra parte derivando en (2) respecto de ¢, teniendo
en cuenta que x depende de 7, resulta la ecuacién diferencial

B) Oiewleir i =0

De lo anterior se tiene que: la raiz x* de (1) puede calcularse resolviendo en el intervalo
[0,1] el siguiente problema de valor inicial

: 2te”
@ PVI{at=-r s x(0)=3 }
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siendo x(1) = x*, tal y como ya se ha indicado. Se pide: a) Para s = 0.1 calcular solo las dos
o tres primeras iteraciones: x, x, ,..., aplicando al P.V.I (4) el método siguiente

G oo =%+ 4, + 2 £0%)

( Sol. x* =0.79206 ~ x,, = 0.78220 )

b) Justificar que el método (5) es consistente, estable y convergente. Nofa: supéngase (no es
necesario demostrarlo) que f (¥, x) es lipschitziana respecto de X .

¢) Si en lugar de la ecuacion (2) se utilizara la ecuacion e +¢x—3=0;qué problema de
valor inicial habria que resolver en ese caso para estimar x*?

Problema 6 Sea el sistema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden,
denominado modelo depredador-presa de Lotka-Volterra:

a){xea—QMng
¥,'=(-1+0.02 y,) y,

donde y, =y, (), y, =»,(t) miden el tamafio (nimero) de la poblacién de presas y
depredadores, respectivamente, en el instante ¢.

En el instante inicial £, =0 las poblaciones son de y,, = »,(0) = y,, = ¥,(0) =20 . A modo
ilustrativo se muestra la grafica de la solucién aproximada del sistema (1) en el intervalo
[0,15].

Modelo depredador-presa Lotka-Volterra

0, —
| ——— depredadar
| presa
w00+ -
20|
200+ B

Se desean calcular las poblaciones medias, M, y M,, de cada una las dos especies en el
intervalo [0, 1]

1 1
[»di=m,, [ y,@d=n,
realizando las siguientes cuestiones.

1. Escribir el sistema (1) como un problema de valor inicial de la forma:
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o {;—_f ©=770)
y(0) = (yl,o 2 V20)

con y(®) =@, ¥, (1) y ) = (fi(&. 5O, [, (1, (1)) -
Resolver el problema (P) en el intervalo [0, 1], utilizando el método de Euler con un
tamafio de paso #=0.25.

2. Calcular una aproximacion de cada una de las poblaciones medias, en el intervalo [0, 1],
M, y M,, donde, para aproximar el valor de la integral se utilizard la formula de
integracién de Simpson y los valores aproximados de y,(¢), y,(f) obtenidos en el

apartado anterior.
3. La misma cuestion del apartado anterior, utilizando en este caso la férmula de integracion
del trapecio corregida:

P 2lr @+ FB)]+ - [ @- 7]

[} feas=

Problema 7 Un punto material (por ejemplo una pequefia piedra) se lanza al aire, desde una
altura de 2m, con una velocidad inicial de médulo 40m/s y éangulo con su proyeccion
horizontal de 45°(z/4radianes) en el supuesto de que el rozamiento con el aire sea
despreciable y sabiendo que el problema de valor inicial que rige el movimiento de acuerdo

con la ley de Newton f = ma , es decir m(0,—g) = m(x"(¢),z"(1)), es

X"(#)=0, z"()=-9.8, t>0
x(0)=0, z(0)=2
X'(0)=4032/2, z'(0)=40+2/2

donde x(f) y z(¢f) representan en cada instante ¢ las coordenadas del punto material en un
sistema de coordenadas situado en el plano vertical del movimiento. Se pide: 1) Transformar
el sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden y dimensién dos en uno de primer
orden y dimensién cuatro. 2) Hallar una solucién numérica del problema aplicando el método
de Euler con paso /4 =0.25 y determinar con ella el tiempo que transcurre desde el instante
inicial hasta que el punto material cae a tierra y el alcance o distancia horizontal recorrida.

3) Lo mismo pero aplicando el método de Taylor de segundo orden con un paso 4= 0.5

4) Obtener la solucion exacta (tiro parabolico). 5) Compruébese que los valores de la solucion
numérica coinciden con los de la solucion exacta cuando se aplica el método de Taylor.

Justificar el motivo. Nota: Obsérvese que la solucion exacta se obtiene de forma elemental pues el sistema de
ecuaciones esta desacoplado (de hecho este problema se resolvia analiticamente ya en Bachillerato).

Problema 8 Resolver el problema anterior con las mismas condiciones iniciales cuando se
considera ademas de la acci6n gravitatoria F, = mg , el rozamiento F, =—Cj 117|17 con el aire,

en cuyo caso la ecuacion del movimiento es ma = mg — G Iﬂi}‘ , es decir

0 e
xn=_ R xr xf2+yr2

m
yn=_g_giyr xr2+yr2
m

con g A= (O:_g)
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1) Transformar el sistema en uno equivalente de primer orden. 2) Suponiendo que el
coeficiente de rozamiento viene dado por C, =0.003xm (simplificacion académica) hallar
una solucién numérica del problema aplicando el método de la tangente mejorado, con paso
h=0.5 y determinar como antes el tiempo que transcurre desde el instante inicial hasta que el
punto material cae a tierra y el alcance o distancia horizontal recorrida.

Comentario sobre Cy : La resistencia o fuerza de rozamiento F° r que se produce en un cuerpo cuando se mueve en un
medio fluido (aire, agua, etc.) depende de diversos factores, como son la densidad , del fluido, el 4drea frontal A del
cuerpo (la que se ve mirando en la direccién de la velocidad V) el cuadrade del médulo de la velocidad y un coeficiente
@ p que depende de la forma del cuerpo y del nimero de Reynolds R 7 » que depende a su vez de la velocidad, de la
densidad, de la viscosidad del fluido y asimismo de la longitud del cuerpo en la direccion del movimiento. El coeficiente
¢ r ©s en realidad un factor que multiplica al cuadrado del médulo de la velocidad y su calculo preciso depende del

coeficiente C' p el cual como se ha indicado depende de la velocidad a través del numero de Reynolds. El médulo de la

= 2 = el

fuerza de rozamiento es |F R| =0 Jvl siendo F, opuestaala velocidad V luego
=sil 1 L7
Fp == pAC, VG

Problema 9 Un modelo simplificado (pero de gran utilidad) para el estudio de la interaccion
entre las poblaciones de alces (A), coyotes (C) y lobos (L) en el parque de Yellowstone, se
rige por el sistema no lineal de ecuaciones diferenciales de primer orden siguiente (v. D. G. Zill:
Ec. Diferenciales con aplicaciones de modelado):

%: 0.044—0.0034-C—0.854- L
1% _ 006 +00014-C
dt
AL 1oE 00054 L
d

L

Las poblaciones (en millares) en funci6n del tiempo ¢ (en afios), de alces A(#), coyotes C(¢)
y lobos L(f) en el instante de partida, afio 1995, vienen dadas por la condicién inicial

siguiente:
A(0)=60.0, C(0)=2.0, L(0)=0.015,

Estimar mediante los métodos: a) Euler, b) Tangente mejorado y ¢) Runge-Kutta clasico, con
h=0.5 (para todos los métodos), las poblaciones de animales y su evolucion hasta el
momento actual. Comparar los valores obtenidos con los que proporciona el procedimiento
basado en las siguientes instrucciones de MAPLE:

al = diff (a(t),t) — 0.04 * a(¢) + 0.003 * a(?) * c(t) + 0.85 * a(t) * I(¢);
a2 = diff (c(£),£) + 0.06 * c(¥) — 0.001 * a(r) * c(1);

a2 = diff ((1),£)+0.12*1(t) — 0.005 * a(®) *I(¢);

sys = {al, a2, a3};

ic = {a(0) = 60.0,¢(0) = 2.0,1(0) = 0.015};

ivp = sys union ic .

H = dsolve(ivp, {a(t), c(t),! (t)}, numeric);



